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 سٚیٗ ٘ا
-ِخشٚط عایش سٚیٗ ٘اي دسجٗ دَٚ -سٚیٗ دٚاس   اعتٛأٗ -
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اعتٛأٗ-1  
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  ِٕذٕي ٘ادي)یه ِٕذٕي c٘ش گاٖ : تؼشیف

خغي ٔاٚالغ  Lدس یه صفذٗ ٚ ( اعتٛأٗ

 cخغي وٗ ِتىي تش تش ایٓ صفذٗ تاؽذ، 

( ٌِٛذ اعتٛأٗ)دشوت وٕذLٚ ِٛاصي تا 

اعتٛأٗ یا سٚیٗ  سٚیٗ اي تٌٛیذ ِیىٕذ وٗ 

 ٔاَ داسد اعتٛأٗ اي

 :ِخاي•

:0 اعتٛأٗ•

1:
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
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 فشض:ساٖ دً وٍي دً ِغایً

 :یه ٌِٛذ اعتٛأٗ تاؽذ D٘ادي ٚ•

•D ًسا تٗ ؽىً فص 

ِؾتشن دٚ صفذٗ دس ٔظش ِیگیشیُ ٚ دعتگاٖ •

دً  ,x,y,zِؼادلات داصً سا تا دزف 

.  ِیىٕیُ ٚ عپظ تجاي       ِمذاس ِیگزاسیُ

 .ِؼادٌٗ اعتٛأٗ تذعت ِیآیذ
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ِؼادٌٗ اعتٛأٗ اي سا تٕٛیغیذ وٗ خُ :ِخاي

 :٘ادي ٚ اِتذاد ٌِٛذ آْ دادٖ ؽذٖ اعت

312
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:فشض وٕیذ:دً  
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 :سا دس ِؼادٌٗ وشٖ لشاس ِیذ٘یُ x,y,z:اداِٗ دً

تش دغة  t,rپظ اص عادٖ وشدْ ٚ جایگزاسي

x,y,z ُداسی: 
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:اداِٗ دً  

2
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:پظ اص عادٖ وشدْ ٔتیجٗ ٔٙایي چٕیٓ ِیؾٛد  
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سٚیٗ دٚاس -2  
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سا وٗ ٘ش دٚ   Lٚخظ  cِٕذٕي : تؼشیف

سٚي یه صفذٗ ٚالغ ٘غتٕذ سا دس ٔظش  

ِذٛس ) Lدٛي (ٌِٛذ سٚیٗ) cاگش :ِیگیشیُ

سٚیٗ اي ایجاد ِیؾٛد  . دٚساْ وٕذ (دٚساْ

 .وٗ سٚیٗ دٚاس ٔاَ داسد

دس صٛستي وٗ ِٕذٕي دس یىي اص صفذات  :سٚػ دً

ِختصات ٚ ِذٛس دٚساْ یىي اص ِذٛس ٘اي ِختصات  

تاؽذ وافي اعت دس ِؼادٌٗ ِٕذٕي فمظ تجاي ٔاَ ِتغیشي وٗ  

ِذٛس دٚساْ ٔیغت جزس ِجّٛع ِشتؼات دٚ ِذٛس غیش  

.دٚساْ سا جایگزاسي وٕیُ  
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 ِذٛس دٚساْ ِؼادٌٗ ِٕذٕي     ِؼادٌٗ سٚیٗ دٚاس 

F(x,y)=0 

Z=0 

 xِذٛس 

 y ِذٛس

F(x,                    

F(y,z)=0 

X=0 

 yِذٛس 

 zِذٛس 

F(z,x)=0 

y=0 

 zِذٛس 

 xِذٛس 

0)
22

 zy

0),(
22

 yF zx

0),(
22

 zF yx

0),(
22

 xF zy

0),(
22
 zxyF

0),(
22
 yxzF
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  xy=1سٚیٗ داصً اص دٚساْ خُ : ِخاي

 .سا پیذا وٕیذ xدٛي ِذٛس 

 :دً

1
22

 zyx
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عایش سٚیٗ ٘اي  -3

 دسجٗ دَٚ
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 :اصٛي وٍي سعُ ّٔٛداس سٚیٗ ٘ا

ِذً تشخٛسد تا ِذٛس ٘اي ِختصات   -1•
 y=z=0تا لشاس دادْ:ِخلا.سا تذعت آٚسیذ

ِذً تشخٛسد تا صفذات ِختصات سا   -2•
 z=0تا لشاس دادْ:ِخلا.تذعت آٚسیذ

ِذً تشخٛسد تا صفذات ِٛاصي   -3•
تا  :ِخلا.صفذات ِختصات سا تذعت آٚسیذ

  z=kلشاس دادْ

www.ParsBook.org



 :صٛست وٍي سٚیٗ ٘اي دسجٗ دَٚ

اگش ضشایة جّلات :داٌت خاؿ

 داصٍضشب صفش ؽٛد

0

222





JIzHyGxFzx

EyzDxyCzByAx

0

222





JIz

HyGxCzByAx
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 :سٚػ دً ِغایً داٌت خاؿ

ػثاستٙاي دسجٗ دَٚ دس ِؼادٌٗ سا تٗ •

ِشتغ واًِ تثذیً وشدٖ ِٚؼادٌٗ سا تٗ  

دس  ( اعتأذاسد)یىي اص صٛستٙاي اعتأذٖ

 .ِیآٚسیُ

ِؼادلات اعتأذٖ دس اداِٗ تٛضیخ دادٖ  •

 .خٛا٘ذؽذ
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 :تیضٛي-3-1

1
2

2

2

2

2

2



c
z

b

y

a
x

 :سٚػ ؽٕاخت

 عٗ جٍّٗ ِشتغ ُ٘ ػلاِت عّت چپ ٚػذد یه عّت 

 ساعت تغاٚي
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 :٘زٌٌٛي ٚاس یه پاسچٗ -3-2

 :سٚػ ؽٕاخت

وٗ ٔؾاْ دٕ٘ذٖ  )عٗ جٍّٗ ِشتغ وٗ فمظ یه جٍّٗ ِٕفي 

عّت چپ ٚػذد یه عّت ساعت  ( ِذٛس ؽىً اعت

 .تغاٚي

1
2

2

2

2

2

2



c
z

b

y

a
x
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 :٘زٌٌٛي ٚاس دٚ پاسچٗ -3-3

 :سٚػ ؽٕاخت

جٍّٗ  )عٗ جٍّٗ ِشتغ وٗ دٚ جٍّٗ ِٕفي عّت چپ 

ٚػذد یه عّت ساعت  ( ِخثت ٔؾاْ دٕ٘ذٖ ِذٛس اعت

 تغاٚي

1
2

2

2

2

2

2



c
z

b

y

a
x
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 :عّٙي ٚاس -3-4

 :سٚػ ؽٕاخت

دٚ جٍّٗ ِشتغ دس یه عّت ٚیه جٍّٗ دسجٗ یه دس  

جٍّٗ  )ّ٘ٗ جّلات ُ٘ ػلاِت .عّت دیگش تغاٚي 

 (دسجٗ یه ٔؾاْ دٕ٘ذٖ ِذٛس اعت

b

y

a
xz

2

2

2

2



www.ParsBook.org



27 
•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 

www.ParsBook.org



28 

 (:صیٓ اعثي)عّٙي ٚاس ٘زٌٌٛٛي -3-4

 :سٚػ ؽٕاخت

دٚ جٍّٗ ِشتغ ِختٍف اٌؼلاِٗ دس یه عّت ٚیه جٍّٗ  

جٍّٗ دسجٗ یه ٔؾاْ )دسجٗ یه دس عّت دیگش تغاٚي 

 (دٕ٘ذٖ ِذٛس اعت

b

y

a
xz

2

2

2

2


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 :ِخشٚط -3-4

 :سٚػ ؽٕاخت

دٚ جٍّٗ ِشتغ دس یه عّت ٚیه جٍّٗ ِشتغ دس عّت 

 (جٍّٗ تىي ٔؾاْ دٕ٘ذٖ ِذٛس اعت)دیگش تغاٚي 

b

y

a
x

c
z

2

2

2

2

2

2


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 :سٚیٗ صیش سا ؽٕاعایي وٕیذ:ِخاي

 

 

 :دً

8

1
3)

4

1
(26

03
8

1
)

4

1
(26

0326

222

222

222







zx

zx

zyx

y

y

y

 ٘زٌٌٛیٛاس یه پاسچٗ
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 :سٚػ دً ِغایً سٚیٗ ٘ا دس داٌت وٍي
 .ِاتشیظ صٛست دسجٗ دَٚ سا ِیٕٛیغیُ-1

ضشایة جّلات )ِمادیش ٚی   ژٖ سا تذعت ِیآٚسیُ-2

 (دسجٗ دَٚ جذیذ

 .تشداس٘اي ٚیژٖ سا تذعت ِیآٚسیُ-3

تا لشاس دادْ )ِاتشیظ تثذیً ِختصات سا ِیٕٛیغیُ-4

 (.تشداس٘اي ٚیژٖ یىٗ دس عتٛٔٙا

ِؼادلات تثذیً ِختصات سا تذعت ِیآٚسیُ ٚ دس  -5

 .ػثاست دسجٗ یه لشاس ِیذ٘یُ

 .سا دس یه ػثاست عادٖ ِیىٕیُ 2ٚ5ٔتیجٗ تٕذ -6
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 :سٚیٗ دسجٗ دَٚ صیش سا ؽٕاعایي وٕیذ:ِخاي

 
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:اداِٗ دً  
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 :اداِٗ دً
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 :ِاتشیظ تثذیً ِختصات:اداِٗ دً
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



































z

y

x

z

y

x

221

212

122

3

1

)22(
3

1
),22(

3

1

)22(
3

1

zyxzzyxy

zyxx





 ِؼادلات تثذیً ِختصات وٗ تایذ دس ػثاست دسجٗ یه

 :جایگزاسي وشد 
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 داي     سا تتشتیة ضشیة  :اداِٗ دً

ٚ ِؼادلات تثذیً ِختصات سا دس ػثاست  

 :  دسجٗ یه لشاس ِیذ٘یُ

izyx  ,,

205274

20)22(
3

4
)22(

)22(
3

2
74

222

222







yxzyx

zyxzyx

zyxzyx

•  ِیخُ تشصگش
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:اداِٗ دً  

16

25
1207)

8

5
(4)1(

207
16

25
)

8

5
(41)1(

222

222





zyx

zyx

 .تیضٛي اعت
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 :ِختصات لغثي

x y 
A(x,y)=(r,  ) 


























)(sin

cos

tan
1

22

x

y

r

ry

rx yx





:لشاسداد    ,0r

•  ِیخُ تشصگش
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 :ِختصات اعتٛأٗ اي

x 

x 

y 

y 

z 

z 

 r 







































zz

x
x

y

x
x

y

r

zz

ry
rx

yx

0:)(

0:)(

sin
cos

tan

tan

1

1

22








:لشاسداد  

  ,0r

A(x,y,z)=(r,    ,z) 
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 :ِؼشفي تؼضي ؽىٍٙا دس ِختصات اعتٛأٗ اي

R=0  ِذٛسz اعت. 

cyx
222

                      ِؼادٌٗ اعتٛأٗ دس ِختصات دواستي 

R=c ِؼادٌٗ ّ٘اْ اعتٛأٗ دس ِختصات اعتٛأٗ اي 


0

          ِجّٛػٗ ٔیُ صفذٗ ؽاًِ ِذٛسz ٔیُ خظ ٚ 

 0r

Z=c  ِؼادٌٗ یه صفذٗ وٗ ِذٛسz  تش آْ ػّٛد اعت 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 

www.ParsBook.org



44 

:ِختصات وشٚي  

x 

x 

y 

y 

z 

z 

 r 

A(x,y,z)= 



),,( 























cos

sinsin

cossin

z

y

x





















































z

x
x

y

x
x

y

zyx

cos

tan

tan

1

1

1

222

0:

0:
:لشاس داد  

  0,,0 
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:ِؼشفي تؼضي ؽىٍٙا دس ِختصات وشٚي  

rrzyx  
2222

 وشٚي دواستيدس ِختصات  rوشٖ اي تٗ ؽؼاع 


0

          ّٔٛداس ٔیُ صفذٗ اي ؽاًِ ِذٛسz 


0

        ّٔٛداس ٔیُ ِخشٚط 
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 تٛاتغ تشداسي
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 :تؼشیف تاتغ تشداسي یه ِتغیشٖ

یا  n=2تاتغ              وٗ دس آْ         ٚ•
n=3  تاتغ تشداسي یه ِتغیشٖسا یه ،

 تشدٚ ِجّٛػٗ    سا دإِٗ سا  Aِجّٛػٗ 
 .ایٓ تاتغ ِیٕإِذ

سا ِیتٛأیُ تٗ  n=2 ،     ٚf(t)تٗ اصاي •
وٗ  .تٕٛیغیُ                             صٛست 

 Aدس آْ                    تٛاتؼي دمیمي سٚي 
ِؼشف ٔمغٗ اي  f(t)اص عشف دیگش . ٘غتٕذ

 :  تٕاتشایٓ داسیُ. چْٛ             اعت
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 :اداِٗ تاتغ تشداسي

  ِؼادلات پاساِتشيِؼادلات فٛق سا •

ٚ  fِؤٌفٗ ٘اي، ٚ تٛاتغ       سا  fٔگاسٖ 

 .ِیٕإِذ پاساِتشسا یه  tِتغیش

 :تٗ ّ٘یٓ تشتیة•

)(),(
21

tytx ff 

ff 21
,

AtttttfiRAn ffff
i

 :))(),(),(()(,3,2,1:,3
321

),(),()( ِؤٌفٗ ٘ا
321

tztytx fff 

 ِؼادلات پاساِتشي
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  fِؼادلات پاساِتشي ٔگاسٖ:ِخاي

 ایٓ ٔگاسٖ چٗ ؽىٍي داسد؟.ساتٕٛیغیذ

),,()(,:
323

ttR ttfRf 

 :دً

tt zytx
32

,,   ِؼادلات پاساِتشي

•  ِیخُ تشصگش
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•  ِیخُ تشصگش
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تاتغ تشداسي                    تا      :تؼشیف دذ

 تا)                        ()                   

دس ٔمغٗ          (                            

 داساي دذ                              اعت اگش

دس ٔمغٗ       دذ   fتٗ ػثاست دیگش تاتغ•

داسد اگش ٚ تٕٙا اوش ٘ش یه اص ِؤٌفٗ   

 ٘اي آْ دس ایٓ ٔمغٗ دذ داؽتٗ تاؽذ

RRAf
2

: 

))(),(()(
21

tttf ffRRAf
3

: 

))(),(),(()(
321

ttttf ffftt
0



),(),,,( 2121 3
llLlllL 

33
,

22
,

11 )(lim)(lim)(lim
000

ltfltfltf
tttttt




t0
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 :پیذا وٕیذ t=0دذ تاتغ صیش سا دس:ِخاي

:دً  )1,0()1,sin

)1,(sin)(

2

0

2

lim( 





tt

tttf

t

    n=2تاتغ                    وٗ دس آْ : تؼشیف پیٛعتگي

 دس ٔمغٗ           پیٛعتٗ اعت اگش داؽتٗ n=3 یا

 :تاؽیُ 

F  سا سٚيA  پیٛعتٗ ٔإِذ اگش دس ٘ش یه اص ٔماطA  

 یؼٕي ٚلتي وٗ ٘ش یه اص ِؤٌفٗ ٘اي آْ . پیٛعتٗ تاؽذ

 .پیٛعتٗ تاؽذ   

R
n

RAf :

Aat 

)()(lim aftf
at



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آیا تاتغ صیش دس ٔمغٗ دادٖ ؽذٖ  : ِخاي

,ln,(0 پیٛعتٗ اعت؟
1

1
,

sin
()( 


 ttt

tt

t
tf

 .چْى هؤلفَ اّل پيْعتَ ًيغت تٌاتشايي تاتغ پيْعتَ يغت: دً

اگش               تا        :تؼشیف احش

ٚn=2یاn=3  تاتؼي پیٛعتٗ سٚي[a,b] 

سا یه خُ دس    یا       fتاؽذ، آٔگاٖ 

 یؼٕي ِجّٛػٗ fٔگاسٖ .ِیٕإِذ

  

 .گٛیٕذ(ٚ گاٖ خٛد خُ)خُ احش یا ِغیشسا  

  nRbaf ,:ba 

2R3R

    baftfbaf ,)(, 
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تا ٔمغٗ یاتي یا پیذا  :سٚػ یافتٓ احش خُ

وشدْ ِذً تشخٛسد دٚ سٚیٗ وٗ اص دزف  

 .پاساِتش تیٓ ٘ش دٚ ِؤٌفٗ تاتغ تذعت ِیآیذ

لغّتي اص خُ صیشوٗ دس یه ٘ؾتُ :ِخاي•

اٚي دعتگاّ٘ختصات اعت سا تذعت  

 :آٚسیذ

 :دً•

yxzy 4,4 22 
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 دس صفذٗ aلشصي تٗ ؽؼاع :تّشیٓ•

xoy  سٚي ِذٛس x   تذْٚ ایٕىٗ تٍغضد

تش ایٓ لشؿ ٚالغ اعت   qٔمغٗ. ِیغٍتذ

 .سا پیذا وٕیذ qِؼادلات پاساِتشي .

 :دً•

B A 

C 

q 
E 

D 

O 

1B1O

F 
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 q:(x=oB-AB,y=oD+DE):اداِٗ دً

 : qِغافت عي ؽذٖ تٛعیٍٗ

taqBqo 111 

 :داسیُ CFqدس ِخٍج لای ُ اٌضاٚیٗ

AB=CF,DE=Fq 

taaytaatx

tataFq

tataCF

cos,sin

cos)
2

sin(

sin)
2

cos(

11

11

11










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  x=t دس ٔمغٗ fتاتغ تشداسي:تؼشیف ِؾتك

ِؾتك پزیش اعت اگشدذ صیش ٚجٛد داؽتٗ  

 :تاؽذ

ِٕظٛس اص   t=a ,t=bتذیٙي اعت دس ٔماط•

.  ٚجٛد دذ فٛق، ٚجٛد دذ٘اي یىغشفٗ اعت

دس ٔمغٗ   fِؾتكدس ایٓ صٛست دذ فٛق سا 

t ِیٕإِذٚتا ّٔاد٘اي صیش ٔؾاْ ِیذٕ٘ذ: 

))()((
1

],[),32(,],[:

lim tfxf
tx

batxornRbaf

tx

n








)(tf
dt

df

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 : n=2تٗ اصاي :تٛضیخ

 : n=3تٗ اصاي 

ِؾتك پزیش اعت    tدس ٔمغٗ fتٕاتش ایٓ•

اگش ٚتٕٙا اگش ِؤٌفٗ ٘اي آْ دس ایٓ  

 ٔمغٗ ِؾتك پزیش تاؽٕذ

ِؾتك تاتغ سادس ٔمغٗ دادٖ ؽذٖ پیذا  :ِخاي•

 .وٕیذ

))(),(),(()(

))(),(()(

321

21

tftftftf

tftftf





)1,2,()
2

1()2,1,2()(

2
1),1,ln,()(

4
3

1

21

2

2









efx
x

xexf

xxxexf

x

x
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 (لٛاػذ ِؾتك گیشي:)لضیٗ

)()()()()()(

)()()()()()(

)()()()()().(

)()()())((

,,],[:,:32

,],[:

tfttfttf

tgtftgtftgf

tgtftgtftgf

tgtftgf

RRbafgorn

Rba

nn




















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 :ِخاي

 

 :دً

?)0()(?,)0()(?,)0().(),12ln()(

)2,
1

1
,

1

2
()(),2,1,1()(

2

2

2

2










fgfgftt

t
t

t

t

t
tgttttf



)0().0()0().0()0().(

2)0(),2,0,2()0(),2,0,
2

1
()0(

12

2
)(),2,2,

2

1
()(

)2,
)1(

)1̀(2)1(2
,

)1(

4)1(2
()(

0)0(),0,1,0()0(),0,1,1()0(

22

22

22

22

gfgfgf

gf

t
tt

t
xf

t

tttt

t

tt
xg

gf
























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 :اداِٗ دً

)0,1,2()0,1,1(2)0()0()0()0()0()(

)
2

3
,2,0()2,2,2()

2

1
,0,2(

202

011

010

20
2

1
)0)((











fff

kjikji

gf


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 (لاػذٖ صٔجیشٖ اي:)لضیٗ

اعت دس  Rوٗ تاصٖ اي دس Iتٛاتغ فٛق سا تا •

                 tدس ٔمغٗ  fفشض وٕیذ . ٔظش تگیشیذ

ٚg دسs=f(t) دس ایٓ . ِؾتك پزیش اعت

ِؾتك  tدس ٔمغٗ  gofصٛست تاتغ تشداسي 

            پزیش اعت ٚ داسیُ

32],[ ornRIba ngf 
Ibaf ],[

],[ bat

)())(()()(.
)(

tftfgtgof
dt

df

ds

dg

dt

ds

ds

dg

dt

gofd

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 تیاتیذ t=1ِؾتك تاتغ صیش سا دس ٔمغٗ:ِخاي

))ln2(,ln2),ln2(cos()( 4tttth 
:دً  

)32,1,2sin()1(

))ln2(4,),ln2sin(()( 3111





h

ttth
ttt

•  ِیخُ تشصگش
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 :تؼشیف خُ ّ٘ٛاس

گٛیٕذ   ّ٘ٛاستاتغ فٛق سا سٚي دإِٗ اػ •
اگش تٗ اصاي ٘ش           ،        ٚجٛد 

 داؽتٗ ٚ پیٛعتٗ تاؽذ ٚ

ّ٘ٛاس  (a,b)ّ٘یؾٗ سٚي fتٕاتش ایٓ خُ•
   اعت اگش ٚتٕٙا اگش دس ٘ش ٔمغٗ    

ِؾتك یىي اص ِؤٌفٗ ٘اي آْ غیش صفش 
 .تاؽذ

32],[: ornRbaf n 

],[ bat

],[ bat)(tf 

ttf  :0)(
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ّ٘ٛاس [ -1ٚ1]آیا خُ صیش دس تاصٖ :ِخاي

 .اعت

)1),1ln(,()( 2ttttf 

 تاتغ فٛق سٚي تاصٖ دادٖ ؽذٖ ّ٘ٛاس :دً

 ٔیغت صیشا دس دس ٔمغٗ صفش ِؤٌفٗ اٚي آْ 

 ِؾتك پزیش ٔیغت 
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 :تؼشیف خُ پاسٖ ّ٘ٛاس

ٔإِذ اگش دس تؼذاد  پاسٖ ّ٘ٛاسخُ فٛق سا •
 .ِتٕا٘ي ٔمغٗ اص دإِٗ ّ٘ٛاس ٔثاؽذ

پاسٖ ّ٘ٛاس اعت اگش ٔمغٗ  fتٗ ػثاست دیگش خُ•
٘اي                           ٚجٛد داؽتٗ تاؽٕذ 

دس ایٓ ٔمغٗ ٘ا یا ِؾتك ٔذاؽتٗ تاؽذ  fتغٛسي وٗ 
یا دس ؽشط              صذق وٕذ ٌٚي دس تمیٗ ٔماط 

[a,b ]دسؽشط                صذق وٕذ                                     . 

32],[: ornRbaf n 

],[,....,, 21 battt n 

0)(  tf

0)(  tf
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  t=0خُ                     دس ٔمغٗ: ِخاي

 :ّ٘ٛاس ٔیغت، صیشا

:                فشض وٕیذ:تؼشیف عٛي خُ•

                                                  :

  sخّي ّ٘ٛاس تاؽذ، عٛي ایٓ خُ سا تا

ٔؾاْ ِیذٕ٘ذ ٚ تا ساتغٗ صیش تؼشیف  

 :ِىٕٕذ

),,()( 422 ttttf 

0)0( f

32],[: ornRbaf n 

 
b

a
dttfs )(
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دس ٔماط صیش   fاگش:تؼّیُ تؼشیف عٛي خُ

 پاسٖ ّ٘ٛاس تاؽذ

سا تا   fٚ                              عٛي

 :ساتغٗ صیش تؼشیف ِیىٕٕذ

 

تا لشاسدادْ                    ایٓ فشِٛي 

 :تصٛست صیش دس ِیآیذ

 

],[,....,, 21 battt n 

bttta n   ...21

 
b

t

t

t

t

a n

dttfdttfdttfs )(...)()(
2

1

1

10 ,  ntbta







n

i

t

t

i

i

dttfs
0

1

)(
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اگش خُ ریً دس تاصٖ دادٖ ؽذٖ ّ٘ٛاس :ِخاي

 .اعت عٛي خُ سا پیذا وٕیذ

]3,1[),,()( 23  ttttf
 :دً

)1385(
27

1232

494949)(

0)2,3()(

2
3

2
3

3

1

3

1

2224

2

)49(
18

1
.

3

2










t

ttstttttf

tttf  ّ٘ٛاس اعت
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 تْاتغ چٌذ هتغيشی 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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 :تؼشيف تْاتغ اعکالش

  

     
 

BAF :

RB

2RA

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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 :هثال تاتغ دّهتغيشٍ اعکالش

  zyxyxF , 2, Ryx 














  32010,1 F

  اػّاي جثشی ِإٔذ تٛاتغ دمیمی اعت

www.ParsBook.org



74 

:تؼشيف تْاتغ تشداسی    

  

BAF :
nRA

mRB

  تٌاتشايي تاتغ اعکالش دالت خاؿ تاتغ تشداسی اعت
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 :ِخاٌی اص تاتغ تشداسی 

 tttf sin,cos:  Rt

t=0 f(0) = (1,0) 

 یا   zyxzyxf ,,, 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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دستاتغ تشداسی صيش: تؼشيف  

    Xm1 f,...,f:f XX , nRAX 

RA:fi  i=1,2,3,…,m 

سا تْاتغ هْلفَ ای ّيا هْلفَ  fi تْاتغ اعکالش 

 .هی ًاهين  fُای تاتغ تشداسی 
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:ِخاي   

   xyzyxyyxy,zyx zy,x,  f 

  zyxyyxf ,,:
1

  zxyzxyyyxf ,,:
2

  xyzyyxf ,,:
3
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  دس تاتغ تشداسٓ :تؼشيف 

   





 xmfff xX ,...,: 1

 um,…, u1تا اًتخاب هتغيشُای ّاتغتَ

سا  um= f m(x),…, u1=f 1(x)تهؼادلا

 .هٔ ًاهين  fهؼادلات تاتغ تشداسی 

 اػوال جثشی هاًٌذ تشداسُاعت  

nRAX 
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  دس تاتغ چٌذ هتغيشٍ: تؼشيف 

 

 

 .  سا                                    ِی ٔإِذ      

 :             ِجّٛػٗ صیشسا                     ِی ٔإِذ  )2

    Xfm,...,X1fX:f  , 
X ~ (x1, x2 ,…, x n ) nRA

AB },)(|{)( BXyXfRyBf
m



GRFxfmxfxnxXfXZZ  )}(),...,(1,,...,1())(,(~|{

اگش( 1  

 fتذت   Bتقْيش هجوْػَ

 fًوْداس تاتغ 

www.ParsBook.org



80 

 ِجّٛػٗ ،ٔمغٗ                     سا دس ٔظش ِی گیشیُ  ) 3

 

 سا                                                                                           

 

 اعکاٌش دٚ ِتغیشٖ تاؽذ   fوٗ اگش تاتغ . ٔإِذ   y0تٗ اصاء 

 

  fِجّٛػٗ ٘ای تشاص سا                        ایٓ تاتغ ٚ اگش

اعکاٌشعٗ ِتغیشٖ تاؽذ ِجّٛػٗ ٘ای تشاصسا                 

 .ٔإِذ 

)A(fy0

})(|{ 0yXfAXE 

 هٌذٌی ُای تشاص 

 عيْح  تشاص 

 fهجوْػَ تشاصتاتغ 

 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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:1هثال   )t,1t2(t:f  Rt

f تقْيش فافلَ  [ 0 , 1/2-] تذت: 













 0,

2

1
fA

 
















 0,

2
1

,,12|, ttytxyx















 0,

2

1
fA    









 1,0,
2

1

2
|, x

x
yyx
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       RttftzyxzyxGRF  ,,,,|,,

      Rttttzyxzyx  ,,12,,,|,,

  Rttztytxzyx  ,,12,|,,

)   0ّ1ّ0(کَ هؼادلات پاساهتشی خيی اعت کَ اص ًميَ 

  .هْاصی اعت    u ~(1,2,-1)هی گزسد ّ تا تشداس 
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: 2هثال  

 سا دس                     تاتغ تشداسٜ عٗ ِتغیشٖ صیش ٚ ٔمغٗ

 (2ٚ1)تٗ اصاء ٔمغٗ  f، ِجّٛػٗ تشاص تاتغ ٔظش ِی گیشیُ 

 .سا تذعت آٚسیذ 

2)2,1( R







































  zzyxzyxf ,
494

,,: 222
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      2,1,,|,,  zyxfzyxA

 















  )2,1(,
494

|,, z
zyx

zyx

 






  2,1

494
|,, z

zyx
zyx







  1

18
y

8
x

A
2 2 

2 2 2 

2 2 2 

تينٔ ّالغ دس 

  = 2Zففذَ 
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 :تؼشيف ُوغايگی 

 a: هشكض          r: ؽؼاع 

 








 raxRxraN |,
2

2Ra

nR

3Ra

 .گْيٌذ  aتاؽذ ُوغايگی سا لشؿ تَ هشکض  اگش              1)

 .تاؽذ ُوغايگی سا يک گْی گْيٌذ   ّ اگش             )2 

 
 .   تؼثيش ٌُذعی ًذاسد  ُوغايگی دس        )3

 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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:تؼشيف فافلَ   

 

 :ػثاست اعت اص   aاص   xفافلَ ًميَ 

 2...
2

11 nanxaxax  







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 :هثال 

 
 :ػثاست اعت اصN((0,0),2)لشؿ 

        








 200|,2,0,0 22
2

yxRyxN

 








 4|,
222

yxRyx
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  :هثال 

ًؾاى هی دُين کَ دسُشُوغايگی هيتْاى يک 

:يؼٌی . ُوغايگی کْچکتش هذاه کشد   

     rxNxNrxNx ,,0:, 00  

  rxxr,xNx 00   دل: فشك  

rxxr0 فشك 0 

 :  دلخْاٍ سا دس ًظش هی گيشينy دال تشای اثثات

   xyr,xNy 0
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 تشاعاط ًاهغآّوثلث

 0xxxy

     00 xxxyxy

rxx 0 

 r,xNy 0

   r,xN,xN 0 
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:تؼشيف هجوْػَ تاص   

 هجوْػَ تاصيک  ساUفشك کٌين                    آًگاٍ 

 :هی ًاهين ُشگاٍ  Rnدس

nRU

0r:Ux    Ur,xN: 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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 :هثال 

يک صيشهجوْػَ تاص                                

 صيشا: اعت R2اص 

  0xRy,xA 

  0rAy,x     ?Ar,y,xN: 

  0XAy,x فشك 
 فشك

r=x 

تشای اثثات داسين :        0xr,y,xNy,x 111 
? 

www.ParsBook.org



92 

 xxxx 11

    xryyxx  . . . .

22
11

xx

xxxx

20 1

1





.ّدکن ثاتت اعت   
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:تؼشيف هجوْػَ تغتَ   
 

F  n)      هتون(  سا تغتَ گْئين ُشگاٍ                     
RF FC 

 Rn .تاص تاؽذ          دس

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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دس        تغتَ                                            

صيشا.اعت   

  0y,0xy,xV RC 

 






  0,0|, yxyxVc
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:تؼشيف هجوْػَ کشاًذاس   

سا کشاًذاس گْيٌذ اگش      صيشهجوْػَ ای اص يک                     

:تؼثاست ديگش . لشؿ تاؽذ   

 کشاًذاس اعت:    اگش

سا کشاًذاس گْيٌذ اگش      صيشهجوْػَ ای اص يک                     

 :تؼثاست ديگش . گْی تاؽذ 

S 

S RS 2 

 0,0DS:0M M

RSS 

S کشاًذاس اعت:    اگش  

3 

 0,0,0DS:0M M
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.دس غيشايٌقْست      سا تی کشاى گْيٌذ   

 يؼٌی خاسج ُش لشؿ تَ هشکض هثذأ ًميَ ای

.اص      ّالغ اعت    

S 

S 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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     






  511|, 22 yxyx

:هثال   

 کشاًذاس اعت

صيشا هجوْػَ ُوَ ًماه داخل دايشٍ تَ ؽؼاع      

تٌاتشايي کافی اعت لشفی  . اعت ) 1ّ1(ّ هشکض

يؼٌی . اًتخاب ؽْد کَ ُوَ دايشٍ سا دس تشگيشد 

. کافی اعت                          تاؽذ   

5

25M 
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:تؼشيف هجوْػَ ُوثٌذ   

nRC(n=2,3)                سا ُوثٌذ گْيٌذ ُش گاٍ تتْاى 

 اص آى سا تْعو يک خو ؽکغتَ x ,yُش دًّميَ 

 .ّالغ دس آى تِن ّفل کشد  

 . هجوْػَ تاص ُوثٌذ سا يک ًاديَ گْيٌذ 
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:تؼشيف ُوغايگی هذزّف يا تذّى هشکض   

















 raNnRa ,,  هفشّك

     araNraN  ,,













  raxnRx 0|
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 :صيشا . تاص اعت   R3دس                    :هثال   2,1,0,1N

  2,1,0,1NX
0
فشك 

    2,1,0,1N,XN:0
0

 

 
0

X1,0,12 فشك: اگش 

2

0
2

0

2

0
112

































 zyx

20  
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 :تشای اثثات دس ًظش هی گيشين  ,xNX
0



 تٌاتش ًا هغاّی هثلث

   1,0,1XXX1,0,1X
00


    21,0,1X1,0,1XXX
000

 

  2,1,0,1NX

     2,1,0,1N,XN
0
  تاص اعت 
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  دس ًظش هی گيشين: تؼشيف دذ 
nm

RxRARBBAF
n

  تاتغ:,,,0

 .  اعت   x0ؽاهل يک ُوغايگی هذزّف ًميَ    A فشك کٌيذ

mRL :داسای دذ               اعت اگش   x0دس ًميَ Fگْئين 

    ,LN)x(f:,xNx:00
0



:دس ايي فْست هی ًْيغين    

0
xx

Lxflim




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: ّ يا    

  







Lxfxx0

:00

0
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  :هثال 

  ًؾاى هی دُين دذ تاتغ    2Ry,x:xy,xF
0



.دس ًميَ                           تشاتش       اعت    
000

y,x~X
0

x

  
00

xxxy,xF    22

00
yyxx 

      000,, XXyxyx

   
00

XXFXX
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هتغيشٍ   nّ تيْس کلی ُواى فشهْل دذ تشای تاتغ  

    .فذيخ اعت 

 

   
00

0

y,xy,x

yy,xFlim





   

0

0

XX

XFXFlim





•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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:هثال  
ًؾاى هی دُين کَ تاتغ صيشدسًميَ                        دذ  

       .ًذاسد 

 0,0~X
0

      0,0,:,
2

22

2




 Ryx
yx

x
yxF

 فشك خلف :
 

0

lim

XX

LXF




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تٌاتشايي تشای              تايذ ػذدی هاًٌذ             ّجْد  

:داؽتَ تاؽذ تيْسيکَ   
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 دالا ًميَ                سا دس ًظش هی گيشين چْى 
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 دال اگش ًميَ               سا دس ًظش تگيشين چْى 
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L1LL1L1

 



:دال اگش   
2
1

0


11. کَ تٌالل اعت تٌاتشايي تاتغ دذ ًذاسد 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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.دذ دس فْست ّجْد هٌذقش تَ فشد اعت   

 کليَ فشهْلِای دذ تْاتغ دميمی دس هْسد تْاتغ چٌذ 

.هتغيشٍ ًيض فادق اعت   

. تٌاتشايي اگش ُش هْلفَ دذ داؽتَ تاؽذ تاتغ دذ داسد   

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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:هثال   
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، اگش دذ تا همذاستاتغ  پيْعتگی هثل تْاتغ دميمی 

تشاتشتاؽذ پيْعتَ اعت ّ تيْس کلی ّلتی ُوَ  

.هْلفَ ُاپيْعتَ تاؽٌذ تاتغ پيْعتَ اعت   

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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 ٔىاتي دسِٛسد پیٛعتگي

یه تاتغ دٚ ِتغیشٖ  f٘ش گاٖ : تؼشیف

دس ٔمغٗ          سا چٕیٓ  fتٛدٖ ّٚٔٛ 

 :ّٔایؼ د٘یُ
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 تؼشیف ِؾتمپزیشي

:اگش دس تؼشیف لثً داؽتٗ تاؽیُ  

 

دس           fدس ایٕصٛست 

 .ِؾتمپزیش اعت

0,0)0,0(),( 21  yx

),( 00 yx

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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دس ٔمغٗ  f٘ش گاٖ تاتغ دٚ ِتغیشٖ : لضیٗ

اي ِؾتمپزیش تاؽذ دس آْ ٔمغٗ پیٛعتٗ  

 .اعت

اگش ِؾتمات جضئي تاتغ دٚ  : لضیٗ

 ِتغیشٖ تش لشؿ تاص

پیٛعتٗ تاؽذ aِٛجٛد ٚ دس ٔمغٗ 

 .دس آْ ٔمغٗ ِؾتمپزیش اعت fآٔگاٖ 
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:ِخاي  

 :تا اعتفادٖ اص تؼشیف ِذاعثٗ ِیىٕیُ
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:پظ اص خلاصٗ وشدْ 1عشف چپ   

وٗ تایذ تٗ یىي اص چٙاس عشیك صیش 

:یؼٕي. تاؽذ 1ِؼادي عشف ساعت   
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چْٛ تٛاتغ        ٚجٛد داسٔذ وافي 

اعت دس یه ِٛسد ٔؾاْ دادٖ ؽٛد 

 وٗ

 تٕاتشایٓ
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 دس ٔتیجٗ تاتغ ِؾتمپزیش تٛدٖ

ٚ دس ٔمغٗ                

.پیٛعتٗ اعت  

),( 00 yx

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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دس ِٛسد پیٛعتگي تاتغ صیش :ِخاي

:تذمیك وٕیذ  

.تٕاتش ایٓ دذ ٔذاسد ٚ دس ٔتیجٗ پیٛعتٗ ٔیغت  
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ٔؾاْ د٘یذ تاتغ صیش پیٛعتٗ اعت: تّشیٓ  

xyzezyxzyxf yx sinh)cosh(),,( 1222 22

 

 پیٛعتٗ پیٛعتٗ

چْٛ تٛاتغ ٘یپشتٌٛیه ٚ ّٔائي پیٛعتٗ 
ٚ تشویة تٛاتغ پیٛعتٗ، پیٛعتٗ اعت 

 پیٛعتٗ اعت fتٕاتشایٓ تاتغ 

 پیٛعتٗ
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:تؼشيف هؾتك جضئی   

 اگش تاتغ اعکالش                                              سّی يک ُوغايگی ًميَ

 تؼشيف ؽذٍ تاؽذ دس ايٌقْست ساتيَ صيش سا دس                                      

 ام  ًاهٌذ ّ تا          iًغثت تَ هتغيش      Xدسًميَ    Fفْست ّجْد هؾتك جضئی 

 .                          يا                    يا                        ًؾاى هی دٌُذ                  
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:هثال   
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اگش هؾتمات جضئی هْجْد ّپيْعتَ تاؽٌذ تا ُش هشتثَ ای گْيٌذ تاتغ اص سدٍ        

Cn   )n  َاعت ) ُواى هشتث. 

 .تغاّی ّلتی تشلشاس اعت کَ پيْعتَ تاؽذ 
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:هثال   
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ِؾتمات جضئي تاتغ صیش سا : تّشیٓ

:پیذا وٕیذ  
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127 
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داساي ِؾتمات جضئي fاگش تاتغ :تّشیٓ

ٗ تاؽذٚ  v=x-y,u=x+y,w=f(u,v)پیٛعت

 :حاتت وٕیذ 
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ِؾتك جضئي تاتغ دادٖ ؽذٖ سا دس  :تّشیٓ

 ٔمغٗ دادٖ ؽذٖ پیذا وٕیذ
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:تؼشيف هؾتك جِت داس   

:,,         تشداسّادذV:تا فشك
0

AxRAf 

   
 

0

lim
0

00






h

xfD
h

xfhvxf
V

ّ   x0دس ًميَ    fدس فْست ّجْد هؾتك جِت داس 

 .اعت  Vدس جِت  
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:تؼشيف هواط ّ لائن    

هواط اعت  Sسّيَ  تشP   دس ًميَ  ففذَ     

 Pّهاس تش Sّالغ تش تشهٌذٌی ُای    اگش      

   Pدس  ًميَ   تؼثاست ديگش ففذَ      .هواط تاؽذ

هواط اعت اگش ؽاهل  توام  خيْىی    Sتش  سّيَ 

    Sتَ هٌذٌٔ ُآ ّالغ تش    P تاؽذ کَ دس ًميَ

 . هواط تاؽذ  Pّ هاس تش 
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 Pدس   Sگزؽتَ ّ تش ففذَ هواط تش Pخيی کَ اص 

 .ؽْد  ًاهيذٍ هیPدسًميَ  S، خو ػوْد تشػوْدتاؽذ

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 
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فشهْل اهتذاد لائن تش ففذَ هواط تش سّيَ           

:دس ًميَ                     
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 P :دس ًميَ  Sهؼادلَ ففذَ هواط تش سّيَ 
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•  ِیخُ تشصگش
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   P : دس ًميَ  Sهؼادلَ خو لائن تش سّيَ 
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:هثال   
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:ؽشه ّجْد ففذَ هواط   

 اگش تاتغ                   سٚی ِغتغیً تاص صیش پیٛعتٗ تاؽذ
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:لاػذٍ صًجيشٍ ای   
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:هثال  
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:هؾتك گيشی موٌی   
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:فشهْل تمشية   
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هؼادلَ ففذَ هواط تش                             سا   :هثال 

.دس ًميَ             پيذا کٌيذ   
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 :تؼشيف گشادياى 

 سّی هجوْػَ  Fهتغيشٍ    nفشك کٌين تاتغ اعکالش 

داسای توام هؾتمات جضئی هشتثَ اّل تاؽذ                  

 : دس ايٌقْست 
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:هثال  
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)تشداسی ّ اعکالش(: لاػذٍ صًجيشٍ ای   
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 :دس ايٌقْست داسين 
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:دل هثال فْق اص سّػ هؼوْلی   
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:لنيَ   

 

:ساتيَ تيي هؾتك جِت داس ّ گشادياى   
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:هثال   

 هؾتك جِت داستاتغ سّتشّسا دسًميَ                          

:ّ دس جِت تشداس                            تذعت آّسيذ   
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ِؾتك عٛئي تاتغ دادٖ ؽذٖ سا دس  :تّشیٓ

:ٔمغٗ ٚعٛي تؼییٓ ؽذٖ پیذا وٕیذ  
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ِؾتك عٛئي تاتغ دادٖ ؽذٖ :تّشیٓ

سا دس ٔمغٗ ٚعٛي تؼییٓ ؽذٖ پیذا 

:وٕیذ  
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ِؼادٌٗ صفذٗ ِّاط ٚ خظ لائُ  : تّشیٓ

تش سٚیٗ دادٖ ؽذٖ سا دس ٔمغٗ دادٖ ؽذٖ 

:پیذا وٕیذ  

12

3

9

2

4

0)3(12)2(9)0(4

)12,9,4()(

)2,2,2(

)3,2,0(,8

222

222



















zyx

zyx

p

yzxzxyyxz

pyzxyzx

www.ParsBook.org



 :يادآّسی تغو تيلْس تْاتغ يک هتغيشٍ 

دس     fاگش هؾتمات هشاتة هختلف تاتغ يک هتغيشٍ دميمی  

 آًگاٍ   تاؽٌذ  هْجْد  ( a-h , a+h ) ُوغايگی 

تشای                                                                                         

 :ّداسين                                    

 hahax  ,
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 :    aدس ًميَ   fام   nتاليواًذٍ هشتثَ 

 ّجْد داسد کَ a   ّ xتيي

:خْاُين داؽت   
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 دس فشِٛي فٛق اگش تالیّأذٖ ٔٛؽتٗ ٔؾٛد آْ سا چٕذ جٍّٗ ای تیٍٛس گٛیٕذ
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:لنيَ   

داسای    (a,b)اص ًميَ   Nدسُوغايگی   fفشك کٌين   

 :دسايٌقْست . هؾتمات جضئی هشتثَ عْم پيْعتَ تاؽذ 
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:هثال   
تغظ تیٍٛس ِشتثٗ دَٚ تاتغ                                     سا دس 

 .ِذاعثٗ کٕیذ  (0,0)=(a,b)ٔمغٗ 
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تغظ تیٍٛس ِشتثٗ دَٚ تاتغ صیش  : تّشیٓ

 سا دس ٔمغٗ دادٖ ؽذٖ پیذا وٕیذ
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تغظ تیٍٛس ِشتثٗ دَٚ تاتغ : تّشیٓ

 صیش سا دس ٔمغٗ دادٖ ؽذٖ پیذا وٕیذ
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:تؼشيف هيٌيون ّ هاکغيون   
nRABAf  ::

 هی ًاهين ُشگاٍ                             fسا يک ًميَ هيٌيون ًغثی            1)

  :  تيْسيکَ      

 .اعت   f  يک هيٌيون ًغثی f(x0)دس ايي فْست    

 

 هی ًاهين ُشگاٍ fسايک ًميَ هاکضيون ًغثی           2)

 تيْسيکَ      

 

 .گْيٌذ  fسا يک هاکضيون ًغثی   f(x0)دس ايٌقْست      
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 ًاهٌذ ُشگاٍ  fًميَ هاکضيون هيلك   سا يک           3)

 

  

 .ًاهٌذ   fسا هاکضيون هيلك   f(x0 (دس ايٌقْست  

 

 

 ًاهٌذ ُشگاٍ fسا يک ًميَ هيٌيون هيلك             4)

 

 

 .ًاهٌذ   fسا هيٌيون هيلك   f(x0 (دس ايٌقْست  
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:هثال   

:تاتغ                                         سا دس ًظش هی گيشين   222, yxyxf 
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 .ًميَ هاکضيون هيلك اعت    (0,0) 

F(0,0)  هاکضيون هيلك ّ ًغثی اعت. 
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:تاتغ                                          سا دس ًظش هی گيشين   

:هثال   
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چْى همذاس تاتغ دس ُش ًميَ خو                           تشاتش ففش اعت ًماه 

 .اعت   f  سّی خو فْق هيٌيون هيلك

01 yx
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:لنيَ   

 یک ٔمغٗ              سٚی             ِؾتك پزیش تاؽذ ٚ fاگش

 آٔگاٖ   .تاؽذ   fِاکضیُّ یا ِیٕیُّ ٔغثی  
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nRARAf  ,:
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:تؼشيف ًميَ تذشاًی   

گٛیٕذ اگش دس یکی    fسا یک ٔمغٗ تذشأی                       

 :اص دٚ ؽشط صیش صذق کٕذ 

لاالً یکی اص  .)ِؾتك پزیش ٔثاؽذ   x0دس ٔمغٗ  f( اٌف

 .(ِؾتمات جضئی ِٛجٛد ٔثاؽذ 

 ِؾتمپزیش ٚ            x0دس  f( ب
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دس ٔتیجٗ ٔماط ِاکضیُّ ٚ ِیٕیُّ یکی اص ٔماط تذشأی  

اعت یؼٕی جٛاب دعتگاٖ صیش یک  ٔمغٗ تذشأی  یا  

.ِاکضیُّ ٚ ِیٕیُّ اعت   

 

 

ِاکضیُّ یا ِیٕیُّ ٔثاؽذ   ،دس صٛستیکٗ ٔماط تذشأی 

.آٔشا ٔمغٗ صیٓ اعثی گٛیٕذ   
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:هثال   

 ٔماط تذشأی تاتغ صیش کذإِذ ؟

yxyxyxyxf 232 22, 
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)آصهْى هؾتك دّم (: لنيَ   

یک ٔمغٗ   C2 ٚx 0 اص سدٖ N(x 0 )سٚی  fفشض ِی کٕیُ  

 :تاؽذ دس ایٕصٛست   fتذشأی  

nRARAf  ,:

Ax0 ُوغايگی               ,N(x 0 ):              هفشّك 
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:آٔگاٖ   

 .ٔمغٗ صیٓ اعثی اعت   x0ٔمغٗ    D<0اگش : اٌف 

 .ِیٕیُّ ٔغثی اعت  x0ٔمغٗ   D>0   ٚA>0اگش: ب

 .ِاکضیُّ ٔغثی اعت  x0ٔمغٗ   D>0  ٚA<0اگش : د

 .ّٔی تٛاْ اظٙاس ٔظش کشد   D=0اگش  : د

•  ِیخُ تشصگش
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:هثال   

. ٔٛع ٔماط تذشأی تاتغ صیش سا تؼییٓ کٕیذ   
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اداِٗ جٛاب:   
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:هذاعثَ هاکضيون ّهيٌيون تذت ؽشايو خاؿ   

 ٔغثت تٗ fتشای پیذا کشدْ ٔمغٗ ِاکضیُّ ٚ ِیٕیُّ تاتغ  

 تایذ دعتگاٖ    g(x,y,z)=0ؽشط  
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:هثال   
.هاکضيون ّ هيٌيون فافلَ هثذا سا تا هٌذٌی صيش پيذا کٌيذ   

08565 22  yxyx

:پاعخ صيشا ًماه ّالغ تش ايي دايشٍ  (                              :فشهْل فافلَ  

)تيؾتشيي فافلَ سا داسًذ   
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 ٔماط ِاکضیُّ ِٚیٕیُّ

 هاکضيون

 ِیٕیُّ
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ٔؾاْ د٘یذ وٗ ِاوضیُّ تاتغ : تّشیٓ

f(x,y,z)=x+y+z  سٚي وشٖ صیش

 ػثاست اعت اص

:دً  

3a

2222: azyxg 

2222 azyx 
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:اًتگشال دّتل   
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  :هذذّد ؽذٍ Cکَ تْعو هٌذٌی      Rاًتگشال دس ًاديَ  
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تشای هذاعثَ ًاديَ سا تَ هغتييل ُای  کْچک تمغين  

هيکٌين ّهؾاتَ ػوليات اًتگشال هؼوْلی هجوْع هغادات  

ّ دذ آًِا سا دغاب هی ًوائين کَ تَ ايي تشتية اگش ًاديَ   

f  تَ هغتييلی فشك ؽْد کَ تْعو خيْه  y=d  ّy=c   

 ّx=b    ّx=a   هذذّد ؽذٍ خْاُين داؽت: 
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a

d

c

d

c

b

d   






























 ,,
 اّل هذاعثَ هی ؽْد  اّل هذاعثَ هی ؽْد 

 تؼذ  تؼذ 

داٌت خاؿ:   

a b 

c 

d 

s

x

y

o 
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ِذذٚد    Cِغتغیً ٔثٛدٖ ٚ ٔادیٗ ای تاؽذ کٗ تا ِٕذٕی     Rدس داٌت کٍی

 .ؽذٖ تاؽذ 

تٗ تشتیة ِیٕیُّ ٚ ِاکضیُّ ِٕذٕی سا تؾکیً دادٖ    B1    ٚB2فشض کٕیذ کٗ  

 ٚA1      ٚA2   کّتشیٓ ٚتیؾتشیٓ ِمادیشC    سٚی ِذٛس افمی سا تؼییٓ ِی

 .کٕٕذ 













 yx
1














 yx
2


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سا    ٚ                       سا ِؼادٌٗ                               

دس ایٕصٛست تٗ جای                   . تگیشیذ     ِؼادٌٗ ِٕذٕی           

a    ٚb  تجای            ِمادیش ٚ           ٚc   ٚd     ِمادیش

B1  ٚB2   دس ٔتیجٗ خٛا٘یُ داؽت . لشاس ِی گیشٔذ: 













 yx
1


211

BAB












 yx
2



221
BAB













 y
1














 y
2


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dxdyyxfdAyxf
R

B

B

y

y
































   































,, 2

1

2

1





:ّ تِويي تشتية هی تْاى ًْؽت   

dydxyxfdAyxf xf

xfR

a

a 































 


















,, 2

1

2

1
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:هثال   

کٗ ستغ     Rِمذاس                     سا سٚی ٔادیٗ ِذذٚد ؽذٖ  

 .  تیضی ای تٗ ِؼادٌٗ                   اعت سا ِذاعثٗ  کٕیذ 

 R
ydAI

1

1
2

2

2

2


b
y

a
x

dxdyyI yb
b
ab


 22

001

dyxy
yb

b
a

b
































0

22

0

:پاعخ  
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3

3

2

0

2
3

22

22
0

ab

yb
b
a

dyyby
b
a

b

b



























ُواى هختـ        1کَ تا تْجَ تَ هيالة سيامی

y  هشکض ثمل ستغ تينی اعت ّ تِويي تشتية 

 هشکض  xکَ هختـ                                

 .ثمل اعت  

 xdAba
3

2
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 چٕذ ِٛسد کاستشدی
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:هواى ايٌشعی  -1  

ِّاْ ایٕشعی یک رسٖ دٛي یک ِذٛس ِغاٚیغت تا  

.داصٍضشب جشَ آْ دس ِشتغ فاصٍٗ آْ اص ِذٛس   

 

تشای ِذاعثٗ ِّاْ ایٕشعی یک ٔادیٗ ِغغخ دٛي  

.ِذٛسی ػّٛد تش آْ اص أتگشاي دٚتً اعتفادٖ ِی کٕیُ  

•  ِیخُ تشصگش
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:هثال   
هواى ايٌشعی عيذی سا کَ دس ستغ اّل دعتگاٍ هختقات لشاس گشفتَ ّ  

 xyهذذّد ؽذٍ دْل هذْسی ػوْد تش عيخ   y2 =1-xتْعو هٌذٌی 

 .سا پيذا هی ًوائين (1,0)  دس       

:دً              :تشاتش اعت تا    (1,0)اص ًميَ    p(x,y)فافلَ ُش ًميَ دلخْاٍ  

 

2
2

1, yxryxf 





























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
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
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
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dyyyy

dyxy
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dxdyyxM

y
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:اداِٗ جٛاب   
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:هذاعثَ دجن  -2  

تاؽذ کٗ تٛعظ ِٕذٕی  ( سٚیٗ)ِؼادٌٗ یک عغخ   z=f(x,y)اگش 

C   ْسٚیٗ ٚ دٚ ٔادیٗ  تٛجٛد آِذٖ آٔگاٖ دجُ دادث اص آ 

تٛعیٍٗ   Cدٚ ِمغغ آْ سٚیٗ تٛعظ ِٕذٕی    ِذذٚد ؽذٖ تٛعیٍٗ

 .أتگشاي دٚتً ِذاعثٗ ِی ؽٛد 

dAyxfV
R 














 ,
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 تاؽذ أتگشاي دٚتً ِغادت   f(x,y)=1٘شگاٖ ) :تزکش 

 (سا تذعت ِی د٘ذ Rٔادیٗ                            

dAyxfV
R 














 ,

•  ِیخُ تشصگش
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:هثال   

دجن يک چِاس ّجِی کَ تْعو عيخ                        ّ عيْح 

:هختقات هذذّد ؽذٍ سا پيذا کٌيذ   

1 c
z

b
y

a
x

:دً   
















 a
x

b
ycz 1

1 :خو                       اعت لزا خْاُين داؽت  Cهٌذٌی  xyدس ففذَ  
b
y

a
x

www.ParsBook.org



 ٚ  (0ٚ0)ِخٍخي تٗ سئٛط  Dاگش : تّشیٓ

تاؽذ أتگشاي صیش سا                       

 :ِذاعثٗ وٕیذ Dسٚي 

)0,(),,( 

 
D

dAyxx )cos(

)0,(

),( 

•  ِیخُ تشصگش
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



xvxdxdv

dxduxu

xdxxdxyxxI

dxdyyxx

x

x

2cos
2

1
2sin

2sin)]sin(

])cos(

0

0

0

0
0











 



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2
2sin

4

1
2cos

2

1

2cos
2

1
2cos

2

1

0

0







 

xxx

xdxxxI
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ِغادت ٔادیٗ تّشیٓ لثً : تّشیٓ

سا تٗ وّه أتگشاي دٚگأٗ ِذاعثٗ 

:وٕیذ  


2

0

2

0

0

00
0

2

1

2

1

]]








  

x

xdxdxydxdy x
x

)0,(

),( 
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رٚصٔمٗ اي تٗ  Dاگش : تّشیٓ

سئٛط 

(0ٚ0)o=ٚ

A=(1,0),B=(1,2),c=(0,1)                       

 Dتاؽذ أتگشاي صیش سا سٚي 

 :ِذاعثٗ وٕیذ

 
D

ydxdyxI sin)1(
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1

1
10

21

1

2
:













xy

x

y
BC

:دً  

O 

C 

B 

A 
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













 





dxxxxx

dxxxx

yx

ydydxxI

x

x

)1)1cos()1cos((

)0cos)1()1cos()1((

cos)1(

sin)1(

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
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001cos01sin

2

1
12cos2sin2sin

2
)1sin(

)1sin(()1sin(

)1sin()1cos(

,

1

0

2

































x

xdxx

xxx

I

xvdxxdv

dxduxu
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ِغادت ٔادیٗ تّشیٓ لثً : تّشیٓ

سا تٗ وّه أتگشاي دٚگأٗ ِذاعثٗ 

:وٕیذ  

2

3

2
)1(

1

0

2
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0







 


x
x

dxx

dxydydxA
xx
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أتگشاي دادٖ ؽذٖ سا سٚي  : تّشیٓ

 :ِذاعثٗ وٕیذ Dٔادیٗ 

:دً  

 1:),(,  

 yxyxDdAeI yx

D

10,0

10,0

10,0

10,0




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yxyx

yxyx

yxyx

yxyx
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ِغادت ٔادیٗ تّشیٓ لثً : تّشیٓ

سا تٗ وّه أتگشاي دٚگأٗ ِذاعثٗ 

:وٕیذ  

2
0

1

1

1

1

0

1

1

    
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y
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أتگشاي دادٖ ؽذٖ سا سٚي  : تّشیٓ

ِذصٛس تیٓ دٚ ٘زٌٌٛي  Dٔادیٗ 

xy=1 , xy=2   خغٛط ٚy=x, 

y=4x  ٗٚالغ دس ستغ اٚي ِذاعث

 :وٕیذ
dxdyyxI

D

22



•  ِیخُ تشصگش
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:دً  
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اگش ٔادیٗ : 1ٔىتٗ واستشدي

ٔغثت تٗ ِذٛس R أتگشاي گیشي 

y ْ٘ا ِتماس  ٚf  سٚيx تاؽذ،  فشد

 :آٔگاٖ f(-x,y)=-f(x,y)چْٛ 

 
R

dxdyyxf 0),(
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 (1-2-14:)ِخاي

تیٓ دٚ ِٕذٕي ِذصٛس Rٔادیٗ 

 .اعت

02

,2:

2),(

22







 xydA

xyxyR

xyyxf

R
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اگش ٔادیٗ : 2ٔىتٗ واستشدي

ٔغثت تٗ ِذٛس R أتگشاي گیشي 

y ْ٘ا ِتماس  ٚf  سٚيx صٚد 

  f(-x,y)=f(x,y)تاؽذ، چْٛ 

 :آٔگاٖ

dxdyyxf

dxdyyxf

fRrightsideo

R

),(2

),(








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 (1-2-36):ِخاي

سٚي   rِغادت دایشٖ تٗ ؽؼاع 

وافي اعت اص تاتغ :  Dٔادیٗ 

f(x,y)=1  ٗسٚي ٔادیٗ ٚ تا تٛج

تٗ ٔىتٗ تیاْ ؽذٖ أتگشاي دٚ گأٗ 

 :تگیشیُ

 




r

r

xr

dxdy ?12

22

0
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اگش ٔادیٗ : 3ٔىتٗ واستشدي

ٔغثت تٗ ِذٛس R أتگشاي گیشي 

x ْ٘ا ِتماس  ٚf  سٚيy تاؽذ،  فشد

 :آٔگاٖ f(x,-y)=-f(x,y)چْٛ 

 
R

dxdyyxf 0),(
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اگش ٔادیٗ : 4ٔىتٗ واستشدي

ٔغثت تٗ ِذٛس R أتگشاي گیشي 

x ْ٘ا ِتماس  ٚf  سٚيy صٚد 

  f(x,-y)=f(x,y)تاؽذ، چْٛ 

 :آٔگاٖ

dxdyyxf

dxdyyxf

upsideofR

R

),(2

),(








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)عَ گاًَ (اًتگشال تشيپل   
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:اًتگشال عَ گاًَ   

هؾاتَ اًتگشال يک گاًَ ّ دّ گاًَ تمغيوات جضئی دجوی  

سا دس ًظش هی گيشين ّ دجن ًاديَ سا هذاعثَ  هی کٌين  

)تشای تْاتغ عَ هتغيشٍ (  

   dvzyxf
R

,,

 dxdydzzyxf
x

x

y

y

z

z
,,1

0

1

0

1

0

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کَ تا جايگزاسی هٌاعة هؾاتَ اًتگشال دّگاًَ  

:هی تْاى تؾکل صيش فشهْل سا تثذيل کشد   

 

 

 

 
 dxdydzzyxf
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z
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,,
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   dvzyxf
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:هثال   

 اعتْاًَ کَ  تا  جغن جاهذی سا Ix هواى ايٌشعی 

هذقْس ؽذٍ   z=b  ّz=0ّ عيْح                                

تا فشك  ( تؼييي هی کٌين ) هياتك ؽکل ( xدْل هذْس 

   )چگالی ثاتت     

222

ayx 


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:پاعخ   
 .تا فشهْل صيش تذعت هی آيذ   xچْى فافلَ ُش ًميَ اص هذْس 
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:تؼشيف ژاکْتيي   

دّ تاتغ دّهتغيشٍ    u=u(x,y)     ّv=v(x,y)فشك کٌيذ 

پيْعتَ تاؽٌذ تيْسيکَ هؾتمات جضئی هشتثَ اّل پيْعتَ  

 داؽتَ تاؽٌذ لزا  
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دتشهيٌاى تاتؼی 

u   ّv  ًغثت

   x    ّyتَ 
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دس هْسد تاتغ عَ هتغيشٍ ژاکْتيي تيْس هؾاتَ چٌيي تؼشيف  

:هی ؽْد   

 

   zyxwwzyxvv
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تؼشيف لثل تِويي تشتية تشای تْاتؼی تا تيؼ اص عَ هتغيش ًيض تؼوين  

.هی ياتذ   

.  اص ژاکْتيي تشای تغييش هتغيش اًتگشالِای چٌذگاًَ اعتفادٍ هی ؽْد

 تذيي تشتية کَ اگش لاصم ؽْد دس اًتگشال                           

 هتغيش تا لشاس دادى                              

تذيي فْست   u   ّvتشدغة جولات   dAتغييش دادٍ ؽْد ػثاست  

 :تغييش هی کٌذ 
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:تَ ػٌْاى هثال دس تغييش هتؼيش تَ هختقات ليثی   
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:تٌاتشايي تيْس کلی داسين   

 

    
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.ّ تيْس هؾاتَ ًيض تشای تْاتغ عَ هتغيشٍ هذاعثَ هی ؽْد   
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 تغييش هتغيش 

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 

www.ParsBook.org



:هثال   

اًتگشال دّگاًَ صيش کَ دس دعتگاٍ دکاستی اعت سا تَ دعتگاٍ ليثی 

:تثذيل ّ عپظ هذاعثَ هی کٌين   

تغييش هتغيش  : 

 تَ ليثی
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) تشای تْاتغ عَ هتغيشٍ (تِويي تشتية تغييش هتغيش 

تَ دعتگاٍ هختقات اعتْاًَ ای تيْس خلافَ چٌيي  

:هی ؽْد   

 

ّتغييشهتغيش تَ دعتگاٍ هختقات کشّی تشاتش اعت  

:تا   

  rzrI ,,

   sin,,
2

I
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:هثال   

اگش   جغوی تاؽذ کَ دس ًاديَ اّل هختقات لشاس داؽتَ  

تاؽذ ّ تْعو  کشٍ                                            ّ  

.                        ففذات هختقات هذقْس ؽذٍ تاؽذ 

تا اعتفادٍ اص هختقات کشّی ) سا الف                                  

.تا اعتفادٍ اص هختقات اعتْاًَ ای پيذا کٌيذ ) ب  
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xyzdv
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:اداهَ لغوت ب   
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.تٌاتشايي اص ُش ىشيك جْاب يکی اعت   
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:اًتگشال خيی   

هی داًين دافلنشب تغييش هکاى ّ هْلفَ ًيشّی  : همذهَ

ّاسدٍ دس جِت تغييش هکاى سا کاس اًجام ؽذٍ تْعو ايي  

.ًيشّ گْيٌذ   

 :تغييش هکاى تاؽذ          ًيشّ ّ        تؼثاست ديگش اگش

cos.



RFRF 

 دس اهتذاد تغييش هکاى  Fهْلفَ 

F


R

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هٌذٌی ًوايؼ يک تاتغ تشداسی      دس    Cفشك کٌين کَ 

تاؽذ ّ     يک ًيشّی تشداسی تاؽذ کَ دس   (a,b)فافلَ 

 [a,b]دس فافلَ    تؼشيف ؽذٍ تاؽذ ّ            Cسّی 

دس ايٌقْست کاس اًجام ؽذٍ  . لاتل اًتگشال گيشی تاؽذ 

تشای تذشکت دس آّسدى يک رسٍ دس   Fتْعو ًيشّی 

 :ػثاست اعت اص  r(b)تا  r(a)اص  Cاهتذاد 

rF

.

F


r


    dttrtrFw
b
a


 .
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 اگش ًيشّی                                                                            

سا داؽتَ تاؽين همذاس کاس اًجام ؽذٍ  تْعو  ايي ًيشّ سا  

          A(0,0)اص   y=xتشای تذشکت دسآّسدى رسٍ ای دس اهتذاد  

 .سا تذعت آّسيذ  B(1,1)تا  

:هثال   

    jyxiyyxF

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:پاعخ   
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:اًتگشال سّی خن   

C  ػثاست اص خن     ttbta  ,:

 

           


b

a

C

dtttttf

dsyxf

22

,.,

,



 :  Cدس هغيش f(x,y)اًتگشال سّی خن  
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  :اًتگشال سّی خن سّتشّ سا هذاعثَ کٌيذ 

 :                                     ػثاست اعت اص خن صيش   Cکَ  

:هثال   




C

x

dsye

  














2

110,

32
1

tan

tLnxt

tty
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:پاعخ   

dt
t

t

t

tt

dsye

t

C

x




































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1

2

1

2
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 













1

0
2

1

0
2
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0

1

1
3

1
tantan2

t

dt

dt
t

t
ttd

dt
t
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







1

0
2

1

1

3tan2 :اداهَ پاعخ   
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   

4

3
2

2

1

16

tan3

1
2

1
tan2
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1
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
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
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:اداهَ پاعخ   
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 :هثال 

 هيلْتغت هذاعثَ اًتگشال                                                          

سا تيکذيگش   (1,1)ّ  (0,0)دس هغيش خيِای صيش کَ دّ ًميَ 

 :ّفل هی کٌٌذ 

 :    y=xخو ) الف 

  
3

1

0

1

3

1 321

0

  xdxxxxI

  
C

dyxyxydxI

:دل  
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 y=x2 :   عِوی )ب

:دل  

  
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    y2=x :   عِوی) ج

:دل  
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 ديفشاًغيل کاهل يا ّالؼی 
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:یادآٚسی   

:تا فشك ايٌکَ                                   تاؽذ داسين      xFxf 

   dttfxF
x

a

f(x)dx    ديفشاًغيلF(x)    اعت 
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دّ تاتغ دّ هتغيشٍ    P(x,y)  ّ(x,y) Qتيْس هؾاتَ اگش 

 تاؽٌذ آًگاٍ دس فْستيکَ تشای

)1            (      P(x,y)dx+ Q (x,y)dy  

 ّجْد داؽتَ تاؽذ کَ  F(x,y)تاتؼی هثل 

    

   yxF
x

yxP

yxF
y

yxQ

,,

,,










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سا ديفشاًغيل ّالؼی يا  ) 1(دسايٌقْست ساتيَ 

گْيٌذ ّ يا تؼثاست ديگش تشای تاتغ     F(x,y)کاهل

F(x,y)   ديفشاًغيل ّالؼی يا کاهل چٌيي تؼشيف هی

 :ؽْد 

 Fdy
y

Fdx
x

dF









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 : 1هثال

 

  xdyydxyxdF

xyyxF





,

,
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 :2هثال 

0y تا فشك   

2

,

y

xdyydx
dF

y

x
yxF





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:لنيَ   

   P(x,y)dx+ Q (x,y)dyؽشه لاصم ّ کافی تشای آًکَ   

 يک ديفشاًغيل کاهل تاؽذ ايي اعت کَ 

x

Q

y

p







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 آًْلت    تاؽذ  P(x,y)=y   ّ(x,y)=-x    Q   اگش

 

 ydx-xdy  تٌاتشايي                                         

  

 .ديفشاًغيل کاهلی ًيغت 

 :3هثال 

11 









x

Q

y

p
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 آيا ػثاست سّتشّ ديفشاًغيل کاهلی اعت ؟

 : 4هثال

    dy
y

eyx
x

edx
y

e
x

eyx 















 11

:دل :تلَ صيشا    
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 
y

e
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eyx
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e
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x
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y
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x
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
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

















1

1
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 هيذاًِای تشداسی کٌغشّاتيْ

:يا هيذاًِای تشداسی ًگِذاسًذٍ   

تٌذْی ّجْد داؽتَ تاؽذ کَ تشای     F اگش تاتغ اعکالش

سا    Fدس ايٌقْست   تشداس     داؽتَ تاؽين                 

 .ًاهٌذ ) ًگِذاسًذٍ (پتاًغيل يا 

دسايٌقْست       سا يک هيذاى تشداسی کٌغشّاتيْ ًاهٌذ  

:ّ داسين    

V


VF




0 V


V

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:هثال   

ثاتت کٌيذ کَ ػثاست صيشکٌغشّاتيْ اعت ّ تاتغ پتاًغيل  

.آى سا تذعت آّسيذ   

   

 kzyx

jzyxizyxV




2

22




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0

222














zyxzyxzyx

zyx

kji

V


.يک هيذاى تشداسی کٌغشّاتيْ اعت   V


 ىثك تؼشيف: 

kVjViV

k
z

F
j

y

F
i

x

F
F

VFF







321 


















:دل   
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   

   1,2
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1

2

1
zyEzxyxx

dxzyxzyxF

zyxV
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
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
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

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2,2 2

 : اداهَ جْاب 
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   

   

     

   

  3

2

2

2

3
2

1

2
2

1
,,2,1

2
2

1

,

Vzhyx
z

F

zhyyz

zxxyxzyxF

zhyzy

dyzyzyE

z 











   : اداهَ جْاب 
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 

   

 

czzyzx

xyxzyxF

czzdzzh

zzhzyxV z










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چشخؼ) چشخَ (کشل   

•  ِیخُ تشصگش

MEYSAM4366@YAHOO.COM 

www.ParsBook.org



:تؼشيف کشل   

دس ُوَ ًماه تؼشيف ؽذٍ هؾتك پزيش    uاگش تاتغ تشداسی  

 :تاؽذ دس ايٌقْست 

321 uuu
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x
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zyx 
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
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
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


















www.ParsBook.org



 :هذاعثَ کٌيذ    (1,1,1) سا دس ًميَ uکشل 

:هثال   
















22
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22

yzyzzxxyz
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curlu
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 

  kjiu

xzxyzxyjiyxz

541,1,1

422
322






 : اداهَ جْاب 
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:تؼشيف ػولگش لاپلاعيي  

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

.

z

u

y

u

x

u
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














0 .سا تاتغ  ُاسهًْيک گْيٌذ    uدسايٌقْست    اگش                   

2

 u
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:هثال   
 .هذاعثَ کٌيذ    (1,0,1)سا دس ًميَ     uلاپلاعيي    

  18012601,0,1
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 اًتگشال سّيَ ای 

 تشای تؼشیف ٚ ِذاعثٗ ِغادت ٚ عغخ سٚیٗ اص أتگشاٌٙای   

 :چٕذگأٗ اعتفادٖ ِی کٕیُ 

 لغّتی اص عغخ سٚیٗ کٗ تٛعیٍٗ ِٕذٕی تغتٗ       ِذذٚد       

 Sِؼادٌٗ  عغخ سٚیٗ Z=f(x,y)ؽذٖ ٚ 

 فمظ دس یک ٔمغٗ   zتا ؽشط ایٕکٗ  ٘ش خظ ِٛاصی تا ِذٛس )

 .عغخ       سا لغغ کٕذ ِذاعثات لاتً أجاَ ؽذْ اعت 

 S

S
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x 

y 

z 
s 

N 

R 
c 

's



s

R


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C     سٚی عغخ   تصٛیشxy   صاٚیٗ ٘ادی خظ     ٚ 

ٚ پظ اص تمغیّات جضئی   اعت   Sیا لائُ تش  Sػّٛد تش

سٚی ِغادت ِٚجّٛع ٚ دذگیشی تغٛس خلاصٗ ٚ دس 

 :ٔتیجٗ

 

dxdy
y

z

x

z

dAS

R

R























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








1

sec

22


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تغٛس ِؾاتٗ اگش تش عغٛح دیگش ِختصات ٔیض تصٛیش  

کٕیُ تا تٛجٗ تٗ صٚایای ٘ادی فشٌِٛٙای ِؾاتٙی داصً  

سٚی    u(x,y,z)   ِی ؽٛد ٚ تغٛس کٍی أتگشاي تاتغ

 :سا ِیتٛاْ چٕیٓ تؼشیف ّٔٛد  z=f(x,y)عغخ 

 

   dxdy
y

f

x

f
yxfyxu

dszyxuS

R

R

1,,,

,,

22





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






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


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


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


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:هثال   
ِغادت لغّتی اص اعتٛأٗ                      سا کٗ دس       

 Z=0     ٚZ=mxاٚي دعتگاٖ ِختصات تیٓ عغٛح  

 .  لشاس گشفتٗ دغاب کٕیذ 

222

ayx 
8

1
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291 

:دً   

تذیٙی اعت کٗ فمظ ایٓ عغخ سٚی صفذات   

xz      یا xy  ْٛلاتً تصٛیش ّٔٛدْ اعت چ

سٚی عغخ لشاس داسد ٌزا    xyلائُ تش عغخ  

 .لاتً تصٛیش ّٔٛدْ ٔیغت   xyسٚی 

 :داسیُ    xzداي تا تصٛیش سٚی   
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 : اداهَ جْاب 

ma

dxxaamx
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



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أتگشاي سٚیٗ ای                         سا دس صٛستیکٗ سٚیٗ    

اعت    u=1عّٙیگْٛ                              تٛدٖ ٚ 

اعت تٕاتشایٓ                      u=1تٛضیخ ایٕکٗ چْٛ ) . ِذاعثٗ کٕیذ 

 ).اعت   Sسٚیٗ  یؼٕی ِمذاس أتگشاي سٚیٗ ای ّ٘اْ عغخ 

:هثال   

 dszyxu
R

,,







 
22

2 yxZ

dsS
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:دً   
 

   

dxdyyx
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 : اداهَ جْاب  :  هی ًوايين xyتقْيش سا سّی ففذَ 

3
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0
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414
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
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:تؼشيف ديْسژاًظ ّاگشائی   

. دس تّاَ ٔماط تؼشیف ؽذٖ ِؾتك پزیش تاؽذ  uاگش تاتغ تشداسی   

 :ػثاست اعت اص   uدیٛسژأظ تاتغ 

  kujuiuzyxu


321,,   : تاتغ تشداسی ِفشٚض  

z

u

y

u

x

u

uk
z

j
y

i
x

uudiv







































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..

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:هثال   

 :دغاب کٕیذ  (1,1,1)سا دس ٔمغٗ    uدیٛسژأظ 

953153
92

53





xyzzyyzdivu

kxyzjzyixyzu

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:لنيَ گشيي دس ففذَ   

  Cتاؽذ کٗ تٛعظ ِٕذٕی  xy   یک ِیذاْ دسصفذٗ R اگش

ِٕذٕی   تغٛسی اعت کٗ ٘ش خظ ِٛاصی  ) ِذذٚد ؽذٖ 

(  ِذٛس٘ای ِختصات آٔشا دس تیؼ اص دٚ ٔمغٗ لغغ ٔکٕذ 

تٛاتؼی پیٛعتٗ تا ِؾتمات جضئی ِشتثٗ اٚي    P   ٚQاگش

 پیٛعتٗ تاؽٕذ دس ایٕصٛست   

dxdy
y

P

x

Q

QdyPdx
c

























      jyxQiyxPyxF ,,, 
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:هثال   
.تا اعتفادٍ اص لنيَ گشيي اًتگشال خيی صيش سا هذاعثَ ًوائيذ   

 
1:

2

22

22



 

yxc

xydydxyxI
c

:دً   

 



 

R

R

ydxdy

dxdyyyI

4

22
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 

0
3

4

3

4

3

1

0

2

0

1

cos
3

4

sin
3

4

sin4

sin4

2

0

32

0

2

0

1

0







 
















d

dr

rdrdr

 : اداهَ جْاب 
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:تثقشٍ   

ىْسی تاؽذ کَ ُش    Cهٌذٌی تغتَ    لنيَ دس دالتيکَ

خو هْاصی هذْسُای هختقات آًشا دس تيؼ اص دّ ًميَ  

 . ليغ کٌذ ًيض فادق اعت 

•  ِیخُ تشصگش
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:هثال   

اًتگشال خيی صيش سا سّی هغيش دادٍ ؽذٍ دغاب کشدٍ ّ عپظ تا  

:اعتفادٍ اص لنيَ گشيي همذاساًتگشال سا تذعت آّسيذ ّ همايغَ کٌيذ   

  1010 ,|,

2



 

yxyxR

xdyydxI
c

•  ِیخُ تشصگش
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

















    

dydyy

dxx
c

dxdxx

dyy
c

I
c cc c c

10

10

11

00

2

1

3 41 2

 سّی هغيش

 سّی هغيش

ىثك لنيَ گشيي هی تْاى  

:چٌيي ًْؽت   

:دً   
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

















dydyy

dxx
c

dxdxx

dyy
c

10

01
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01

4

3
 سّی هغيش

 سّی هغيش

 : اداهَ جْاب 
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   

     dyyxdx

dyyxdxI

  

  
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1
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0
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0
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22
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1122
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 

xy

dxdy
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 دال تا اعتفادٍ اص لنيَ گشيي

 

   

 

R

R

dydxdxdy

dxdyI
1

0

1

0
1

12
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سا هی تْاى اص يکی اص فشهْلِای صيش   Rهغادت هيذاى    S:  ًتيجَ 

 :تذعت آّسد 

 

 

 

c

c R

c R

xdyydxS

dxdyydxS

dxdyxdyS

2

1

•  ِیخُ تشصگش
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:هثال   

 تا اعتفادٖ اص لضیٗ گشیٓ عغخ تیضی 

:سا تذعت آٚسیذ   

12

2

2

2


b

y

a

x

:دً  :هی داًين هؼادلات پاساهتشی هغيش تذيٌگًَْ اعت    

     

 

 










tdtbdytbty

tdtadxtatx

jtyitxtR

cossin

sincos


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  

  ab
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tt
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dt
t

abtdtab

tdtbtaxdyS






















 

2
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2
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1
2sin

2

2

cos1
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coscos

2

0

2

2

0

2

2

0
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:تثقشٍ   

دس ِختصات لغثی ِغادت اص فشِٛي صیش تٗ سٚػ لثً  

:ِذاعثٗ ِی ؽٛد   

drS
c

2

2
1


•  ِیخُ تشصگش
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:اّليي فشم تشداسی لنيَ گشيي   

     

dsTxdS

jtyitxtX

jQiPF











  پاساهتش ىْل لْط هٌذٌی

تشداس ٚادذ ِّاط تش ِٕذٕی    T 

     
c c c R

dAFdxdykFQdyPdxxdFdsTF ).().(..


dxdyAd کٗ     تشداسی اعت ػّٛد تش ِیذاْ    ٚ تٗ عٛي 


R Ad


 ِیخُ تشصگش
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:تؼثيش فيضيکی   

اگش              ًواياًگش جِت ّهيضاى ؽاس             يک   

عيال دس ًميَ          دس ففذَ تاؽذ اًتگشال فْق ػثاست  

اص اًتگشال هْلفَ ای اص ؽاس اعت کَ دس جِت هواط تش  

هٌذٌی      اعت ّ تٌام گشدػ      دس اىشاف ًماه هشصی     

.هْعْم اعت           

F(x,y) Flow 

(x,y) 

C F 

R 

 ِیخُ تشصگش
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   )لنيَ گشيي دس فنا( لنيَ ديْسژاًظ

: همذهَ   

تشداسيغت کَ  :   تشداس ًشهال خاسجی يک سّيَ  

تش سّيَ ػوْد تْدٍ ّ جِت اى تَ ىشف خاسج سّيَ  

.تاؽذ   

 
 ِیخُ تشصگش

•  ِیخُ تشصگش
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    Rاگش يک کشٍ توشکض هثذا هختقات ّ ؽؼاع : هثلا  

   ( X2 + Y2 + Z2 =R2 )     داؽتَ تاؽين ، ايي کشٍ هذْس

Z   َُا سا دس ًميA  ّB    ليغ هی کٌذ آًگاٍ تشداس ًشهال

 K ّ-Kتَ تشتية   A ّBخاسجی ايي کشٍ دس دّ ًميَ  

 ُا خْاُذ تْد يؼٌی   Zيؼٌی دس جِت هثثت ّهٌفی هذْس 

    RARB ,0,0,,0,0 
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:لنيَ ديْسژاًظ   
.ػولا تثذيل اًتگشال عَ گاًَ تَ دّگاًَ ّ تالؼکظ اعت   

فنای داخلی آى ّ     تشداس   Vيک سّيَ ّ   Sفشك کٌيذ 

 ػثاست اص  Sيکَ ًشهال خاسجی تيْسيکَ  تاتغ تشداسی   

  1A ّ 2A ّ 3Aکَ                                                                  

تْاتغ پيْعتَ تا هؾتمات جضئی  هشتثَ اّل پيْعتَ تاؽٌذ  

 :دس ايٌقْست خْاُين داؽت

kAjAiAA


321 

n

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 
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
























s

s

v

dswAcocvAuA

dxdyAdxdzAdydzA

dV
z

A

y

A

x

A

coscos 321

321
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  dsnAdvA


 ّ يا ..

 ديْسژاًظ

دس   Sصّايای تشداس ًشهال خاسجی سّيَ    u  ّv  ّwکَ 

 . جِت هثثت هثلثاتی تا هذْسُای هختقات اعت 

•  ِیخُ تشصگش
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لضیٗ دیٛس ژأظ سا دس ِٛسد ِغاٌٗ : ِخاي 

.                  صیش تذمیك وٕیذ                                                                                                                             

  
 



 kzjyixzyxF 222,,

  10,10,10,,  zyxzyxs

•  ِیخُ تشصگش
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:دً   

 

 

 
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







 

  



xxdxx

yyx

dydxyx

dzdydxzyxdVF

dVFdsnF
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V

VS




لنيَ : 

 ديْسژاًظ 
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چٌيي اعت کَ اص ؽؼ عيخ تؾکيل   Sسّيَ : اداِٗ دً 

 :ؽذٍ تٌاتشايي داسين 

 

 

 

  









1

0
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2

222

1

1

..

1,

.

1

1 1

1 2 6

dydzdsx

idskzjyixdsnF

xinABCDs

dsnF

s

s s

s s sS







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1,,

0.

0,,

33
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











ss

ss

dszdsnF

zknAGFDs

dsxdsnF

xinGOEFs








:اداهَ جْاب   
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:اداهَ جْاب   













55
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1.

1,,

0.
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ss
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dsydsnF

yjnDFECs

dszdsnF

zknBOECs
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  



6 6

0.

0,,

2

6

S S
dsydsnF

yjnAGOBS

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  (داٌت خاؿ)دِٚیٓ فشَ تشداسي لضیٗ گشیٓ  

  


Rc c

divFdxdydsnFqdxpdy .

oy

oq

ox

op
FdivF  . تا تٛجٗ تٗ ایٕىٗ)    ) 
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:ِخاي  

اگش   تاتغ اعىاٌشي تا ِؾتمات جضئي پیٛعتٗ  

ِشتثٗ اٚي دس ِیذاْ تاص    دس صفذٗ      تاؽذ 

ٚ   ِیذأي دس  تاؽذ وٗ ٔماط ِشصي آْ یه  

 ِٕذٕي تغتٗ عادٖ    تاؽذ حاتت وٕیذ

g 

s xy 

R s 

c 

 




Rc

gdxdyds
n

g 2
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:دً  

:ِي دأیُ ِؾتك جٙت داس   دس اِتذاد   ػثاست اعت اص   g n 



 ng
on

og
.

   


c c R

gdxdydsngds
on

og
..

:تا جایگضاسی داسیُ  
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:لضیٗ اعتٛوظ  

  :داٌت وٍي لضیٗ گشیٓ  

فشض کٕیذ وٗ سٚیٗ   عٛسي تاؽذ وٗ تصاٚیش 

آْ دس صفذات ِختصات تٛعیٍٗ یه ِٕذٕي 

  تغتٗ ِغذٚد ؽذٖ تاؽذ ، اگش

s 

 yxfz ,   y=h(x,z)و   x=g(y,z)و 

 معبدلات رويه   ببشند و توابع        پيوسته و داراي مشتقبت
 آنگبه اگر.نسبي مرتبه اول ببشند  

  dsnAdrAkAJAiAA
Sc




 ..321

s f,g,h 

  بب توجه به اينكه
321 ,, AAAپيوسته و داراي مشتقبت جسئي مرتبه اول پيوسته و                          



 kdzjdyidxrd
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:مثبل  
قضيه استوكس را در مورد مسئله زير تحقيق  

.كنيد  

 jxiZA 1,10,,10:  zyxs

:دً  

:سا ٔؾاْ د٘یُ( فشِٛي اعتٛوظ)ِي خٛا٘یُ تغاٚي صیش   

o 
B 

D E 

1c

2c

3c

4c

s xy تصٛیش   سٚي 

x 

y 
1c2c4c اص چٙاسِغیش   ،   ،   ٚ   تؾىیً ؽذٖ

3c

dsnAdrA
c



 







 ..

 خغشٚ دجتي
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 عشف اٚي

o 
B 

D E 
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 عشف دَٚ
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